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d̂(k) = P−1
n (q−1)

[
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−1) ≈ −P (z−1)(1− z−mQ(z−1))

1 + P (z−1)C(z−1)
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�	���� �� � ����(���� ����� !	��� �������� 
� ������� �� �	� �������� ���1
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�	 � !��� ����� �������� 
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��������� !
�� �� ������� ��� ��� ��� ���1 
��� �	�
������� �
���� ��� ���������
��� �	�������� !
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� ���#����� ������ !	���
z−mPn(z

−1) ≈ P (z−1) 
� ���
���� ��� �	� ����������� ��
�� n(k) 
� �����
�������� �� �	� �
��������� �����
���
��� �	� ������ ����� 3"4 e(k) !
�� ��
�
��� ���

e(k) = − (
1− q−mQ(q−1)

)
S0(q

−1)P (q−1)d(k) �5 

= −S0(q
−1)

(
AQ(q

−1)− q−mBQ(q
−1)

AQ(q−1)

)
P (q−1)d(k)

!	��� BQ(q
−1) ��� AQ(q

−1) ��� �	� ��������� ��� �����
����� �� �	� �
������ �������
�����

)
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� 	
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���
 �����
 ���� �������	� �� f0 ��� ����  ���� 
� !������
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��
#���	��
� �!"#�� �� ��$� (1 − 2 cosω0z

−1 + z−2)sin(ω0k + φ) = 0 � �����
ω0 = 2πf0Ts� %�����
��� �
� � ���

 ������ ����� e(k) �� ��� ������	� 
�
d(k)� 1 − z−mQ(z−1) �� &�� �'� ��
�
� 	
����� �� !"#(����� �
�	� )
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N(z−1)� ��
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�� ��� ���
�����
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� Q(z−1)to
�� ����
 �
 ���� 
� N(z−1)� ����� AQ(z

−1) = AN(z
−1)� �� ��
�� �� &��� �./�

( �.0�� J(z−1) �� &�� �./� �� � 1!2 �1����� !���
�� 2���
���� �

��
���
 
�
z−1�

1− z−mQ(z−1) = N(z−1)J(z−1) �./�

AQ(z
−1)− z−mBQ(z

−1)

AN(z−1)
=

BN(z
−1)

AN(z−1)
J(z−1) �..�

1− 2 cosω0z
−1 + z−2 = BN(z

−1) �.0�

+��� ���� 	�
�	�� &�� �..� 	�� �� ������� ��3

AN(z
−1) = z−mBQ(z

−1) + BN(z
−1)J(z−1) �.-�

&�����
� �.-� �� � 4�
�������� &�����
� �4&� ����� �� 	�� �

$� �
� BQ(z
−1)

��� J(z−1) 
�	� � ��
��� �
�	� )
��� N(z−1) �� ���������
*
� �� ��$� ������
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� � ��
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�
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�
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� �
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�
�*1 
� ������$� 45 ��� ������� ��� ����� 
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�� �
�	� )
�����
%������� ���	��
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�� �
�	� )
��� �� ��$�� �� &�� �.6�� �����
ω0 ���������� ��� 	����� �������	� 
� ��� �
�	� ��� α ∈ [0, 1] 	
���
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�
�	� ������ �� ��)��� �� &�� �.7�� %�� ���

�� ��� ��������� α� ��� �����
��� �
�	� ����� �*+��

N(z−1) =
1− 2 cosω0z

−1 + z−2

1− 2α cosω0z−1 + α2z−2
�.6�

NW ≈ π(1− α) �.7�
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Direct−form notch filter with α=0.5
Direct−form notch filter with α=0.95
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NL(z
−1) =

1− 2 cosω0z
−1 + z−2

1− (1 + αL) cosω0z−1 + αLz−2
��	


NW = 2 arctan
1− αL

1 + αL

���
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� �� ��� ��������� � 0 ����� ����
������&� �������� ���
����� ��� �������� ����� �� +12 �� ��3������ ���
������� ��� &������ ������������� &���������� $�� �3������ �� ��� ������
��� �������� ������ ����� m = 1� ���� ��� ������������" 0 ����� ���� ������
���
����� �� ��� �� 117245
 �� "�&�� ��

Q(z−1) =
(1− αL) cosω0 + (αL − 1)z−1

1− (1 + αL) cosω0z−1 + αLz−2
. ��6
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Q filter designed based on a lattice−form notch filter
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�� d(k)� /	� ������ 
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��� �
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� S0(z
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� �� ��
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� (1−q−mQ(q−1))eb(k)! ����� eb(k) = P (q−1)S0(q
−1)d(k)
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���� 
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 n(k) �� ������� '
 (��� &! ��� F (z−1) = Pn(z

−1)/(1 + Pn(z
−1)C(z−1))
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 �� P (z−1)S0(z
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Vk =
k∑

j=1

1

2
λk−j(k)[e0L(j)]

2 �+��

����� λ(k) �� � ����%�����
� ��������
� ��
���� �
� e0L(j) �� ��� � ������ ����%
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�� �� �����
� c(k) ������� �
 �������� �����
�%���� '',

��
� ����� NL(z

−1)! ����!

e0L(k) = NL(q
−1)c(k)

=
1− 2βq−1 + q−2

1− (1 + α̂L(k − 1))βq−1 + α̂L(k − 1)q−2
c(k),

���
� �� ��������
� ��

e0L(k) = β(1 + α̂L(k − 1))e0L(k − 1)− α̂L(k − 1)e0L(k − 2)

+c(k)− 2βc(k − 1) + c(k − 2). �-.�
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������ ���������
 ��������� �� �0������� �� �������*

F (k) =
1

λ(k)

{
F (k − 1)− F (k − 1)φ(k − 1)φT (k − 1)F (k − 1)

λ(k) + φT (k − 1)F (k − 1)φ(k − 1)

}
�-+�

α̂L(k) = α̂L(k − 1) + F (k − 1)φ(k − 1)e0L(k) �--�

���� ������ ���	
� 	� �� ��
�����	���� ����
� λ ���� 	�� 	�	�	�� ����� λ(0) �� λend�

�	�� � ������
���� �
��� ������ �� λrate� 	���� λ(k) = λend − (λend − λ(k))λrate ∈ (0, 1)
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φ(k − 1) = − ∂e0L(k)

∂α̂L(k − 1)
����

= −∂NL(α̂L(k − 1), q−1)

∂α̂L(k − 1)
c(k)

= −∂NL(α̂L(k − 1), q−1)

∂α̂L(k − 1)
N−1

L (α̂L(k − 1), q−1)e0L(k)

= − q−1(q−1 − β)

1− (1 + α̂L(k − 1))βq−1 + α̂L(k − 1)q−2
e0L(k)

�� φ(k − 1) �
� �� ����������� ��������� 
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������ 

φ(k − 1) = β [1 + α̂L(k − 1)]φ(k − 2)− α̂L(k − 1)φ(k − 3)

+βe0L(k − 1)− e0L(k − 2) ��!�
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%&&'� ��� 
�
��
���� 
�	������ �
� ���� �� ����
��(�� 
� 
������ 

��������������	 α̂(0) = 0.5) F (0) = 100/E[e0L(0)]
2) φ(0) = φ(−1) = 0)

ēL(−1) = ēL(−2) = 0�
*
�� ���� 
�� 	 = 1, 2, ...

e0L(k) = β(1 + α̂L(k − 1))ēL(k − 1)− α̂L(k − 1)ēL(k − 2)

+c(k)− 2βc(k − 1) + c(k − 2) ��+�

α̂L(k) = α̂L(k − 1) + F (k − 1)φ(k − 1)e0L(k) ��,�

F (k) =
1

λ(k)

{
F (k − 1)− F (k − 1)φ(k − 1)φT (k − 1)F (k − 1)

λ(k) + φT (k − 1)F (k − 1)φ(k − 1)

}

��-�

ēL(k) = β(1 + α̂L(k))ēL(k − 1)− α̂L(k)ēL(k − 2)

+c(k)− 2βc(k − 1) + c(k − 2) ��.�

φ(k) = β [1 + α̂L(k)]φ(k − 1)− α̂L(k)φ(k − 2)

+βēL(k)− ēL(k − 1) ��/�
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